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Neste trabalho estuda-se a geração de trajectórias em tempo real de um robô quadrúpede. 
As trajectórias podem dividir-se em duas componentes: rítmica e discreta. A componente 
rítmica das trajectórias é modelada por uma rede de oito osciladores acoplados, com 
simetria 24 ZZ  . Cada oscilador é modelado matematicamente por um sistema de 
Equações Diferenciais Ordinárias. A referida rede foi proposta por Golubitsky, Stewart, 
Buono e Collins (1999, 2000), para gerar os passos locomotores de animais quadrúpedes. 
O trabalho constitui a primeira aplicação desta rede à geração de trajectórias de robôs 
quadrúpedes. A derivação deste modelo baseia-se na biologia, onde se crê que Geradores 
Centrais de Padrões de locomoção (CPGs), constituídos por redes neuronais, geram os 
ritmos associados aos passos locomotores dos animais. O modelo proposto gera soluções 
periódicas identificadas com os padrões locomotores quadrúpedes, como o andar, o saltar, 
o galopar, entre outros. A componente discreta das trajectórias dos robôs usa-se para 
ajustar a parte rítmica das trajectórias. Este tipo de abordagem é útil no controlo da 
locomoção em terrenos irregulares, em locomoção guiada (por exemplo, mover as pernas 
enquanto desempenha tarefas discretas para colocar as pernas em localizações específicas) 
e em percussão. 
Simulou-se numericamente o modelo de CPG usando o oscilador de Hopf para modelar a 
parte rítmica do movimento e um modelo inspirado no modelo VITE para modelar a parte 
discreta do movimento. Variou-se o parâmetro g e mediram-se a amplitude e a frequência 
das soluções periódicas identificadas com o passo locomotor quadrúpede Trot, para 
variação deste parâmetro. A parte discreta foi inserida na parte rítmica de duas formas 
distintas: (a) como um offset, (b) somada às equações que geram a parte rítmica. Os 
resultados obtidos para o caso (a), revelam que a amplitude e a frequência se mantêm 
constantes em função de g. Os resultados obtidos para o caso (b) revelam que a amplitude 
e a frequência aumentam até um determinado valor de g e depois diminuem à medida que 
o g aumenta, numa curva quase sinusoidal. 
A variação da amplitude das soluções periódicas traduz-se numa variação directamente 
proporcional na extensão do movimento do robô. A velocidade da locomoção do robô 
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varia com a frequência das soluções periódicas, que são identificadas com passos 
locomotores quadrúpedes. 
Palavras-Chave 
Geração de trajectórias em tempo real; gerador central de padrões de locomoção (CPG); 







We study online generation of trajectories of a quadruped robot. The trajectories have both 
discrete and rhythmic components. The rhythmic component is generated by a network of 
eight coupled oscillators with 24 ZZ  . Mathematically, each oscillator is modeled by a 
system of ordinary differential equations. This network model was proposed by 
Golubitsky, Stewart, Buono e Collins (1999, 2000), to generate the locomotion rhythms of 
quadrupeds. This work is the first implementation of the network to model trajectories of 
quadruped robots. It was derived based on biological assumptions. Biologists believe that 
there is a network of neurons, labelled Central Pattern Generators (CPGs), located 
somewhere in the spinal cord, that are responsible to generate the rhythms of quadrupeds. 
The CPG model generates periodic solutions identified with the quadruped patterns of 
walk, pace, trot, and gallop. The discrete component is used to model autonomous adaptive 
locomotion on irregular terrains, visually – guided locomotion, as when the robot is able to 
move rhythmically its legs while does discrete adjustments for placing the feets at specific 
locations, drumming. 
We simulate numerically the CPG model for quadrupeds, using Hopf oscillator to model 
cells’ internal dynamics and using an ODE system inspired in the VITE model for the 
discrete part of the movement. We vary parameter g and compute the amplitude and the 
frequency of periodic solutions identified with the quadruped rhythms of trot. The discrete 
part is embedded in the rhythmic part as (a) an offset, and (b) summed to the equations that 
model the rhythmic part. The results for the case (a) show that the amplitude and the 
frequency remain constant for varying g. The results for the case (b) show the amplitude 
and frequency increase until a particular value of g and then decrease as g increases, in an 
almost sinusoidal curve shape. 
The variation of the amplitude of the periodic solutions translates in the variation of the 
robots’ range of motion. The velocity of the quadruped gait varies with the frequency of 




Online generation of trajectories; central pattern generator (CPG); rhythmic part; discrete 





AGRADECIMENTOS .................................................................................................................................... 3 
RESUMO ......................................................................................................................................................... 4 
ABSTRACT ..................................................................................................................................................... 7 
ÍNDICE .......................................................................................................................................................... 11 
ÍNDICE DE FIGURAS ................................................................................................................................. 14 
ÍNDICE DE TABELAS ................................................................................................................................ 16 
ACRÓNIMOS ................................................................................................................................................ 18 
1. INTRODUÇÃO .................................................................................................................................... 20 
1.1. CONTEXTUALIZAÇÃO ..................................................................................................................... 21 
1.2. OBJECTIVOS .................................................................................................................................... 23 
1.3. CALENDARIZAÇÃO ......................................................................................................................... 24 
1.4. ORGANIZAÇÃO DO RELATÓRIO ....................................................................................................... 24 
2. O MODELO DE CPG PARA QUADRÚPEDES ............................................................................... 26 
2.1. EQUAÇÕES DA PARTE RÍTMICA ....................................................................................................... 27 
2.2. A SIMETRIA DO MODELO ................................................................................................................. 28 
2.3. PASSOS LOCOMOTORES DOS QUADRÚPEDES ................................................................................... 30 
2.4. EQUAÇÕES DA PARTE DISCRETA ..................................................................................................... 31 
2.5. BIFURCAÇÃO DOS PASSOS PRIMÁRIOS ............................................................................................ 32 
2.6. ANÁLISE DOS PASSOS SECUNDÁRIOS DO PONTO DE VISTA DA BIOLOGIA ........................................ 34 
3. RESULTADOS NUMÉRICOS E DISCUSSÃO ................................................................................ 36 
3.1. SIMULAÇÕES DA PARTE RÍTMICA ................................................................................................... 37 
3.2. SIMULAÇÕES DAS PARTES RÍTMICA E DISCRETA ............................................................................ 40 
3.2.1. PARTE DISCRETA INSERIDA COMO OFFSET ................................................................... 40 
3.2.2. PARTE DISCRETA SOMADA À PARTE RÍTMICA .............................................................. 44 
3.3. SIMULAÇÃO DO PASSO LOCOMOTOR TROT NO WEBOTS E NO ROBÔ REAL ......................................... 47 
4. CONCLUSÕES ..................................................................................................................................... 51 
5. PERSPECTIVAS DE DESENVOLVIMENTO FUTURO ............................................................... 54 




Índice de Figuras 
Figura 1- Modelo de CPG de oito osciladores para os ritmos locomotores do robô 
quadrúpede. Para mais informação, ver texto ..................................................................... 27 
Figura 2- Modelo de CPG de 4 osciladores para os ritmos locomotores dos bípedes .............. 29 
Figura 3 - Fluxograma dos passos secundários e respectivos grupos de isotropia, obtidos por 
bifurcações de quebra de simetria dos passos primários, no modelo de CPG de oito 
osciladores ............................................................................................................................... 32 
Figura 4 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Pronk da Tabela 2 .................................................................................................. 37 
Figura 5 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Bound da Tabela 2 ................................................................................................. 38 
Figura 6 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Pace da Tabela 2 ..................................................................................................... 38 
Figura 7 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Trot da Tabela 2 ..................................................................................................... 39 
Figura 8 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Jump da Tabela 2 ................................................................................................... 39 
Figura 9 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo 
primário Walk da Tabela 2 .................................................................................................... 40 
Figura 10 – Amplitude em função de g do passo locomotor Trot, considerando o sistema da 
parte discreta inserida como offset ....................................................................................... 41 
Figura 11 – Frequência em função de g do passo locomotor Trot, considerando o sistema da 
parte discreta inserida como offset ....................................................................................... 42 
Figura 12 – Combinação de sistemas rítmico (a 1/3 da figura), discreto inserido como offset (a 
2/3 da figura) e rítmico, considerando a combinação desses mesmos sistemas ................ 43 
Figura 13 – Amplitude em função de g do passo locomotor Trot considerando o sistema 
discreto somado às equações da parte rítmica ..................................................................... 45 
Figura 14 – Frequência em função de g do passo locomotor Trot considerando o sistema 
discreto somado às equações da parte rítmica ..................................................................... 45 
Figura 15 - Combinação de sistemas rítmico e discreto. O discreto é somado à parte rítmica 
(a 1/3 da figura) e removido (a 2/3 da figura). ..................................................................... 46 
Figura 16 – Exemplo de simulação do passo locomotor Trot no Webots ................................... 48 




Índice de Tabelas 
Tabela 1 – Soluções periódicas do modelo de CPG identificadas com passos locomotores 
quadrúpedes. Seja                                     a solução com período 
normalizado para 1. Apresentam-se as primeiras 4 coordenadas da solução .................. 31 
Tabela 2 - Valores das constantes de acoplamento e parâmetros das soluções periódicas do 
modelo de CPG de oito osciladores, obtidas com as equações diferenciais ordinárias, 
designadas de oscilador de Hopf. Apresentam-se as primeiras 4 coordenadas das 






CPG  – Central Pattern Generator; Gerador Central de Padrões de locomoção 
ODE – Ordinary Differential Equation 
PID - Proporcional, Integral e Derivativo 
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   
   





A locomoção animal tem sido alvo de interesse por parte de investigadores de diversas 
áreas do conhecimento, desde a Robótica à Medicina, passando pela Matemática e pela 
Engenharia Electrotécnica [2],[3],[5],[6],[7],[15],[16],[18],[19],[20],[24],[34],[35]. 
A Robótica usa o conhecimento adquirido pelo estudo da locomoção animal no controlo 
das trajectórias dos robôs de n pernas [1],[10],[11],[12],[31],[32],[33],[37],[38],[39]. 
Todavia, o controlo, em tempo real, é uma tarefa complexa, continuando a ser um grande 
desafio de difícil solução. Recentemente, os investigadores propuseram o uso de Geradores 
Centrais de Padrões de locomoção (CPGs) para gerar os ritmos locomotores dos robôs. Em 
Biologia, o CPG é um sistema distribuído na rede neuronal, localizado na medula espinal 
dos vertebrados, capaz de gerar sinais de alta complexidade dimensional para o controlo de 
movimentos periódicos coordenados [2],[3],[15],[16],[18],[19],[24]. Estes CPGs são 
activados por simples sinais tónicos da parte superior do cérebro e associam-se ao controlo 
do corpo e ao meio ambiente, através de feedback sensorial. Na aplicação à robótica, estes 
CPGs são frequentemente modelados por sistemas dinâmicos acoplados, designados de 
osciladores. As vantagens de usar estes sistemas são: (i) a sua estabilidade a pequenas 
perturbações; (ii) as suas propriedades intrínsecas de sincronização, que permitem forte 
acoplamento com o robô e seu ambiente; (iii) a geração de novas trajectórias que reduz-se 
ao cálculo de valores de parâmetros simples, como a frequência, amplitude e o 
acoplamento entre os osciladores; (iv) a sua excelente adaptabilidade para a locomoção em 
ambientes desconhecidos [10],[11],[12],[32],[37],[38],[39]. 
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O uso de CPGs na modelação das trajectórias de robôs tem sido aplicado a robôs bípedes, 
robôs de cobras e salamandras e robôs quadrúpedes 
[1],[10],[11],[12],[21],[22],[30],[31],[32],[33],[37],[38],[39]. 
Neste trabalho pretende-se estudar a geração de trajectórias em tempo real de um robô 
quadrúpede. As trajectórias têm duas componentes: uma rítmica e outra discreta. A 
componente rítmica é modelada por um CPG de oito osciladores (ver Figura 1). Usa-se a 
teoria de sistemas dinâmicos, teoria de bifurcação e a simetria do modelo para estudar os 
diferentes ritmos locomotores. Este modelo de CPG foi proposto por Golubitsky, Stewart, 
Buono e Collins [15],[16] para modelar os ritmos de um animal quadrúpede. Tem simetria 
24 ZZ   e gera os passos locomotores dos quadrúpedes: bound, pace, trote, andar, 
galopar, entre outros. Caracteriza-se por haver dois osciladores que controlam uma 
articulação do robô. Consideram-se 4 articulações, uma para cada perna, que são 
modeladas por oito osciladores (ver Figura 1) [1]. A componente discreta é modelada por 
um sistema dissipativo de equações diferenciais ordinárias. 
1.1. CONTEXTUALIZAÇÃO 
O estudo da locomoção em robôs é de extrema importância, dada a crescente aplicação dos 
mesmos nas mais diversas áreas de actividade humana. Os robôs são usados em engenharia 
aeronáutica, construção civil, combate a incêndios, acções militarizadas, medicina de 
reabilitação, [4],Erro! A origem da referência não foi encontrada.,Erro! A origem da 
referência não foi encontrada.,Erro! A origem da referência não foi encontrada. etc. 
As maiores vantagens são o reduzido custo de produção, o aumento da precisão e da 
produtividade, flexibilidade comparativamente a máquinas especializadas, execução de 
trabalhos repetitivos, operações em ambientes hostis [4],Erro! A origem da referência 
não foi encontrada.. 
O uso de modelos de Geradores Centrais de Padrões de locomoção (CPGs) na geração dos 
ritmos das pernas dos robôs tem vindo a suscitar um interesse cada vez maior. Estes CPGs 
são redes neuronais, localizadas na coluna vertebral, responsáveis pela geração dos ritmos 
locomotores dos animais. A locomoção animal é um processo complexo, que envolve 
ainda os sistemas de controlo para fixar e orientar o corpo e as estruturas neuronais que são 
responsáveis pela escolha do passo locomotor em cada instante [37],[38],[39]. 
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Righetti et al [37],[38],[39] estudam modelos de CPGs para robôs bípedes e quadrúpedes. 
O trabalho destes investigadores está inserido num projecto europeu designado RobotCub, 
que visa desenvolver um robô-criança – iCub -, com capacidades motoras e cognitivas de 
uma criança de 2 anos. Apresentam uma arquitectura que pretende reflectir os diferentes 
processos envolvidos na geração de movimentos de baixo nível. A arquitectura apresentada 
distingue três camadas: o Planeador, o Manager e o Gerador Central de ritmos 
locomotores. Esta arquitectura traduz os sistemas de controlos neuronais envolvidos na 
locomoção de vertebrados [37],[38],[39]. O planeador constrói a representação mental da 
tarefa, analogamente ao que faz o córtex dos vertebrados. O manager é envolvido na 
selecção, coordenação e timing dos comportamentos adequados, tarefas do tronco cerebral, 
gânglios basais e cerebelo dos vertebrados. Finalmente, o gerador (medula espinal dos 
vertebrados) gera as trajectórias dos robôs, através de Geradores Centrais de Padrões de 
locomoção (CPGs) que produzem os ritmos locomotores. Esta abordagem garante que a 
geração de trajectórias não é perturbada por altos processos de optimização e planeamento 
em níveis mais elevados (ou seja, o planeador, no nosso caso). 
Em [12], é apresentado um modelo de geração de trajectórias em tempo real de um robô 
quadrúpede que permite a sobreposição e a ligação entre os movimentos rítmicos e 
discretos. Nesta abordagem foram utilizados sistemas dinâmicos não lineares para gerar os 
ritmos locomotores e para a parte discreta do movimento. O objectivo foi fazer uso das 
propriedades atractoras dos referidos sistemas, a fim de fornecer robustez contra pequenas 
perturbações e permitir a modulação das trajectórias online [12]. 
Há autores que abordam a geração de trajectórias de robôs em tempo real com outras 
técnicas, como se menciona abaixo.  
H. Geyer et al [13] estudam o problema da estabilidade na locomoção dos robôs. De facto 
um dos requisitos importantes para a locomoção é a estabilidade. O movimento não se 
deve interromper quando ocorre um pequeno obstáculo. Um valor reduzido ou aumentado 
da velocidade de avanço deve ser compensado para manter o movimento desejado. Isto 
poderia ser concretizado através do controlo da energia do sistema. Assim, a estabilidade 
requer um controlo da energia mecânica. No entanto, mesmo com uma energia 
suficientemente ajustada, a locomoção pode falhar. Por exemplo, se uma perna não é 
alinhada em relação ao solo, ou o solo é maior que o esperado, o sistema pode tropeçar e, 
consequentemente, há a queda do robô. 
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L.S. Martins-Filho e R. Prajoux [29] abordam a aplicação do raciocínio baseado em regras 
para gerir em tempo real o controlo da locomoção de robôs quadrúpedes. O raciocínio 
baseado em regras é feito utilizando um sistema de KHEOPS; Os sistemas baseados em 
regras são bem conhecidos pelas suas vantagens de programação, mas são vulgarmente 
conhecidos como sendo ineficientes em termos de tempo de processamento bem como de 
difícil controlo. 
T. C. Lueth et al [26], apresentam-nos um robô móvel, KAMRO, com dois braços capaz de 
realizar tarefas de montagem sem intervenção humana. É capaz de se mover livre de 
colisão entre vários postos de trabalhos, num ambiente industrial, para localizar as peças de 
montagem e colocá-las juntas. Este robô, nos últimos três anos, foi ainda melhorado 
aumentando a sua confiabilidade e introduzindo novas qualidades: a mobilidade reactiva, a 
utilização simultânea de ambos os manipuladores, independentes ou numa sequência de 
cinemática, a manipulação de móveis, a visão de activos com câmaras de mão - olho, etc. 
Este robô está a ter grande sucesso com aplicações em grande escala em ambiente de 
trabalho. 
1.2. OBJECTIVOS 
O objectivo central deste trabalho visa a apresentação de um novo modelo de gerador 
central de ritmos locomotores para quadrúpedes, modelo esse que será usado na geração 
dos ritmos associados às trajectórias em tempo real de um robô quadrúpede. Estuda-se 
ainda a inclusão de uma componente discreta nessas trajectórias. 
Este modelo não foi ainda usado no estudo de robôs quadrúpedes, pretendendo-se uma 
primeira abordagem ao tema. 
Um objectivo secundário é o de suscitar o interesse no tema da geração de trajectórias em 
tempo real de robôs, usando Geradores Centrais de Padrões de locomoção. Estes CPGs, 
modelados por sistemas dinâmicos acoplados, permitem gerar trajectórias em tempo real, 
com um custo baixo de computação, e a possibilidade de alterar os parâmetros em tempo 




O primeiro momento deste projecto consistiu na selecção do tema. O meu interesse 
debruçou-se sobre a investigação dos movimentos controlados nos animais e a sua 
aplicação na concepção de robôs capazes de os mimetizar. Escolhido o tema, iniciei um 
processo de recolha de documentação do saber já produzido sobre o mesmo. 
Depois de efectuado o processo de recolha da primeira documentação, comecei a fazer a 
análise da mesma. Simultaneamente, iniciei a realização de simulações numéricas. De 
momento, estou a registar as sínteses do saber pesquisado, sendo que de seguida passarei 
novamente às simulações numéricas. Terminadas as simulações e concluídas as pesquisas 
registei por escrito todos os passos dados no desenvolvimento deste trabalho, de que 
resulta o texto presente. 
1.4. ORGANIZAÇÃO DO RELATÓRIO 
No Capítulo 1, faz-se a introdução ao modelo de um Gerador Central de Padrões de 
locomoção de um animal quadrúpede. 
No capítulo 2, é apresentado o modelo de CPG para os ritmos das pernas dos quadrúpedes, 
assim como a classe de equações diferenciais ordinárias a ele associada. Discriminam-se os 
passos locomotores dos quadrúpedes previstos pelo modelo e ainda a sua classificação em 
passos primários e secundários, usando argumentos de simetria e de teoria da bifurcação. 
Listam-se todas as bifurcações dos passos primários e passos secundários. Apresentam-se 
ainda as equações diferenciais ordinárias da parte discreta das trajectórias. 
No capítulo 3, são apresentados e discutidos os resultados das simulações numéricas. 
Nos últimos capítulos, o capítulo 4 e 5, são reunidas as principais conclusões e 





2. O MODELO DE CPG PARA 
QUADRÚPEDES 
Neste capítulo, apresenta-se o modelo de CPG de oito osciladores (ver Figura 1) para os 
ritmos locomotores das pernas dos quadrúpedes. Este modelo é constituído por oito 
osciladores acoplados com simetria 24 ZZ  . Foi proposto por Golubitsky, Stewart, 
Buono e Collins, para os ritmos locomotores dos quadrúpedes. Cada oscilador é modelado 
matematicamente por um sistema de equações diferenciais ordinárias. A derivação do 
modelo assenta em princípios da Biologia. Pensa-se que existe uma rede de neurónios, 
localizada na medula espinal, que é responsável pela geração dos sinais coordenados que 
caracterizam os ritmos locomotores dos animais. A existência de oito osciladores no 
modelo deve-se ao facto de a maioria das articulações dos animais ser movimentada por 
dois tipos de músculos: os flexores e os extensores. Desta forma, o modelo de CPG modela 
quatro articulações, sendo a dinâmica de cada articulação modelada por dois osciladores. 
Os osciladores 1 e 5 enviam sinais para a articulação da perna traseira esquerda (LH), os 
osciladores 3 e 7 enviam sinais para a articulação da perna dianteira esquerda (LF), os 
osciladores 2 e 6 enviam sinais para a articulação da perna traseira direita (RH) e os 
osciladores 4 e 8 enviam sinais para a articulação da perna dianteira direita (RF) [15],[16]. 
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Na secção 2.1 é apresentada a classe de equações diferenciais ordinárias associada ao 
modelo de CPG de oito osciladores da parte rítmica. Na secção 2.2 são discutidas as 
simetrias do modelo, nomeadamente as permutações que constituem o grupo de oito 
elementos. Na secção 2.3 são descritos os passos locomotores dos quadrúpedes, previstos 
pelo modelo de CPG de oito osciladores. Na secção 2.4 é apresentada a classe de ODE’s da 
parte discreta do modelo de CPG de oito osciladores. 
 
Figura 1- Modelo de CPG de oito osciladores para os ritmos locomotores do robô quadrúpede. Para 
mais informação, ver texto 
2.1. EQUAÇÕES DA PARTE RÍTMICA 
As redes que estão desenhadas nas Figuras 1 e 2 correspondem a classes de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias [35]. Por exemplo, a classe de equações diferenciais 










               
               
               
               
               
               
               




onde       
  representa a dinâmica interna da célula i, com i  {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8} e k 
 N a dimensão dessa dinâmica [35]. 
Cada oscilador do modelo de CPG para quadrúpedes é modelado pelo seguinte sistema de 
equações diferenciais ordinárias, designado de oscilador de Hopf: 
 



















































 ,   (rad.s
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) é a frequência das oscilações e 
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iz  e 
.8,,2,1 i  21 ,kk são as constantes de acoplamento ,    é a amplitude das oscilações. α é 
uma constante positiva que controla a velocidade de convergência para o ciclo limite 
[11],[38]. 
A escolha do oscilador de Hopf baseia-se no facto deste ter um ciclo limite harmónico, que 
é estruturalmente estável, e na forma do ciclo limite ser independente da escolha dos 
parâmetros de frequência. Pode-se ainda controlar de forma explícita e independente as 
frequências das fases ascendente e descendente de cada oscilação, assim como a sua 
amplitude com swing , ces tan  e   [11],[38]. 
2.2. A SIMETRIA DO MODELO 
Collins e Stewart [9] observaram que diferentes passos podem ser descritos pelas suas 
simetrias espácio-temporais. Eles também mostraram, usando a teoria de bifurcação de 
Hopf com simetria, que simetrias numa rede locomotora CPG podem ser usadas para 
produzir soluções periódicas com os ritmos associados aos passos dados. Esta abordagem 
baseia-se em trabalhos anteriores de Kopell e Ermentrout [23],[24],[25]. 
Golubitsky et al [14],[15],[16],[17] introduziram modelos locomotores para os ritmos dos 
movimentos das pernas de animais de n pernas. Os modelos de CPG de oito osciladores 
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para os ritmos locomotores de animais quadrúpedes (veja a Figura 1) e o modelo de CPG 
análogo de quatro osciladores (veja a Figura 2) para os ritmos de pernas em bípedes são 
dois exemplos.  
 
Figura 2- Modelo de CPG de 4 osciladores para os ritmos locomotores dos bípedes 
Golubitsky et al [14],[15],[16],[17] mostraram que é possível construir uma única rede de 
oito osciladores que pode produzir soluções periódicas correspondentes aos passos comuns 
walk, trot e pace do quadrúpede. Eles também mostraram que nenhuma rede de quatro 
osciladores pode produzir os ritmos associados a estes passos de uma forma 
biologicamente razoável. A rede de oito osciladores tem a propriedade marcante de cada 
perna que recebe sinais de dois osciladores. A partir desta observação, conclui-se que o 
modelo CPG do quadrúpede de oito osciladores traduz-se naturalmente para o modelo 
bípede CPG de quatro osciladores [35]. 
A interpretação fisiológica para o facto dos modelos locomotores para os ritmos de animais 
quadrúpedes terem dois osciladores por membro é mais facilmente entendida 
considerando-se a rede de quatro osciladores. Este modelo de quatro osciladores pode 
produzir dois tipos diferentes de soluções periódicas que se caracterizam pelos sinais 
enviados para a perna esquerda estarem meio período desfasados dos sinais enviados para 
a perna direita. Num tipo de solução, os dois sinais que são enviados para a perna esquerda 
estão em fase e no segundo tipo de solução os dois sinais que são enviados para a perna 
direita estão meio período desfasados [35]. Estes dois diferentes tipos de soluções têm uma 
interpretação natural. É bem sabido que o caminhar e o correr são dois passos bípedes 
distintos em que os movimentos da perna são de meio período de fase desfasado. Usando 
gravações electromiográficas, Mann et al [27],[28] demonstraram que no run (correr) os 
músculos flexores e extensores ligados à articulação do tornozelo estão aproximadamente 
em fase (assim mantendo a rigidez da articulação do tornozelo) e no walk (caminhar) os 
dois grupos musculares excitados estão desfasados (permitindo assim que a junta do 
tornozelo rode). Assim, pensamos que locomotores CPGs controlam os grupos musculares 
ao invés das pernas. Como a maioria das juntas é controlada por dois grupos musculares, 
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faz sentido que redes mínimas locomotoras CPG devem ter dois osciladores de cada perna 
[35]. 
A rede de oito osciladores consiste em dois anéis unidireccionais de quatro osciladores 
acoplados. Esta rede permite a permutação independente:   = (1 2) (3 4) (5 6) (7 8) (a 
simetria contralateral bilateral que comuta os dois anéis) e   = (1 3 5 7) (2 4 6 8) (a 
simetria ipsilateral dos ciclos dos osciladores ao longo dos dois anéis). O grupo de 
simetrias desta rede é então o grupo de oito elementos dado por: 
                  
Onde       é o grupo cíclico de   elementos gerado pela permutação   [28]. 
2.3. PASSOS LOCOMOTORES DOS QUADRÚPEDES 
Golubitsky et al [14],[15],[16],[17] usaram o teorema     [14] para identificar todas as 
simetrias espácio-temporais e espaciais associadas às soluções periódicas produzidas pelo 
sistema de ODE’s. Seja           de tal forma que uma determinada solução 
periódica      tem o par de simetrias (H, K).   é o subgrupo das simetrias espaciais k, isto 
é, das simetrias que satisfazem           . H é o subgrupo de simetrias espácio-
temporais h, isto é, das simetrias que satisfazem,             , onde   é o valor da 
mudança fase. 
Teorema     [14] Seja  um grupo finito que actua em   . Existe uma solução 
periódica para um sistema -equivariante de equações diferenciais ordinárias em    com 
simetrias espaciais K e simetrias espácio-temporais H se e só se: 
(i)     é um grupo cíclico. 
(ii) K é um subgrupo de isotropia. 
(iii) dim Fix (K)  2, Se dim Fix (K)=2 então ou K=H ou H=N(K): 
(iv) H fixa uma componente conexa de Fix (K)   . 
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Quando estas condições são verificadas, existem ciclos limite hiperbólicos 
assimptoticamente estáveis, com a simetria desejada. 
Na Tabela 1 apresentam-se as soluções periódicas produzidas pelo modelo de CPG dos 
quadrúpedes, identificadas com os passos locomotores Pronk, Walk, entre outros. 
H K Solução periódica Passo 
                                      Pronk 
                             
 
 
       
 
 
   Bound 
        (ω)             
 
 
             
 
 
   Pace 
        (kω)             
 
 
       
 
 
         Trot 
                  
 
 
       
 
 
               Jump 
           
               
 
 
       
 
 
       
 
 
   Walk 
Tabela 1 – Soluções periódicas do modelo de CPG identificadas com passos locomotores quadrúpedes. 
Seja                                                         a solução com período normalizado 
para 1. Apresentam-se as primeiras 4 coordenadas da solução 
2.4. EQUAÇÕES DA PARTE DISCRETA 
A unidade geradora discreta, que é inspirada no modelo VITE [11], é modelada pelo 




                                         
                                                 
      
 
   
 
                
  
O sistema é dissipativo, pelo que o seu output    converge assimptoticamente e de forma 
monótona para um dado objectivo   , com velocidade de convergência controlada por um 
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parâmetro b, enquanto a velocidade    converge para zero. A velocidade é uma curva em 
forma de sino (os parâmetros    e   são escolhidos com este objectivo).     converge para 
  e o seu valor é fixado em zero no final de cada movimento. Como    é estável, nenhum 
problema de estabilidade ocorrerá para qualquer valor   . 
2.5. BIFURCAÇÃO DOS PASSOS PRIMÁRIOS 
Nesta secção resume-se, usando a teoria da bifurcação, a classificação dos passos primários 
e secundários produzidos pelo modelo de CPG de oito osciladores. 
Buono estuda a bifurcação por quebra de simetria dos passos primários do modelo de CPG 
de oito osciladores. As soluções periódicas que resultam dessa quebra de simetria são 
identificadas como passos secundários dos quadrúpedes [2]. 
Passos primários correspondem a soluções periódicas na rede, onde cada célula emite o 
mesmo sinal com mudanças de fase exacta. Neste sentido walk, trot e pace são exemplos 
de passos primários. Passos secundários são modelados por soluções periódicas em que 
cada oscilador emite um de dois sinais diferentes, juntamente com deslocamentos de fase 
[2]. 
Na Figura 3 representam-se os passos secundários e respectivos grupos de simetria que 
resultam de bifurcações por quebra de simetria dos passos primários pace, trot, walk e 
jump [2]. Este cálculo dos passos secundários é feito usando propriedades das aplicações 
de Poincaré [36]. 
Figura 3 - Fluxograma dos passos secundários e respectivos grupos de isotropia, obtidos por 
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2.6. ANÁLISE DOS PASSOS SECUNDÁRIOS DO PONTO DE VISTA DA 
BIOLOGIA 
À medida que a velocidade de locomoção aumenta, pode observar-se a transição entre 
passos locomotores nos animais. Por exemplo, os mamíferos, como cavalos, cães e gatos, 
realizam transições bruscas de um trote para um galope transversal quando a velocidade 
aumenta. Estas transições em passos de animais podem ser associadas a bifurcações de 
quebra de simetria de uma solução periódica para outra [2]. 
O passo seleccionado pelos animais depende de combinações de vários factores tais como 
a velocidade, estabilidade, consumo de energia, o comprimento das pernas, terreno, etc. O 
padrão de sequência das pernas de um passo locomotor não é uma medida suficiente para 
avaliar, por exemplo, a estabilidade de um passo a uma determinada velocidade. Temos 
que considerar o duty factor, que é a parte do ciclo do passo locomotor em que o membro 
está em contacto com o solo [2]. 
Na robótica, por exemplo, um robô tem que ter um ajustamento neuronal que capacite a 
sua adaptabilidade na locomoção em terrenos de variada natureza. Relativamente à 
velocidade de transição de movimentos, tomemos como exemplo da sua importância a 
utilização do robô numa linha de montagem de automóveis. Os seus movimentos têm que 
estar programados para tempos exactos de execução e por isso ajustados à velocidade da 






NUMÉRICOS E DISCUSSÃO 
Neste capítulo apresentam-se os resultados de simulações numéricas do modelo de CPG de 
oito osciladores para os ritmos locomotores das pernas dos quadrúpedes. Na secção 3.1. 
apresentam-se os resultados das simulações numéricas com o modelo de CPG de 8 
osciladores, onde se considera apenas a parte rítmica. Na secção 3.2 listam-se os resultados 
das simulações numéricas do modelo de CPG que engloba as partes rítmica e discreta. A 
parte discreta é inserida (a) como um offset ou (b) somada às equações da parte rítmica. 
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3.1. SIMULAÇÕES DA PARTE RÍTMICA 
Passo Condições Iniciais Constantes de Acoplamento Parâmetros Figura 
Pronk                                                         Figura 4 
Bound                                                  Figura 5 
Pace                                                      Figura 6 
Trot                                                      Figura 7 
Jump                                                         Figura 8 
Walk                                                                 Figura 9 
Tabela 2 - Valores das constantes de acoplamento e parâmetros das soluções periódicas do modelo de 
CPG de oito osciladores, obtidas com as equações diferenciais ordinárias, designadas de oscilador de 















Figura 4 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
Pronk da Tabela 2 
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Figura 5 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
Bound da Tabela 2 
 
 
Figura 6 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
Pace da Tabela 2 
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Figura 7 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
















Figura 8 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
















Figura 9 - Solução periódica do modelo de CPG de oito osciladores identificada com o passo primário 
Walk da Tabela 2 
 
3.2. SIMULAÇÕES DAS PARTES RÍTMICA E DISCRETA 
3.2.1. PARTE DISCRETA INSERIDA COMO OFFSET 
Nesta secção, incluí-se a parte discreta na parte rítmica como um offset. A parte discreta é 
dada pelo sistema de equações diferenciais ordinárias descrito na secção 2.4. A parte 
rítmica continua a ser modelada pelo oscilador de Hopf, com uma ligeira modificação. 
Vem: 
  
















































O sistema (7) pode alternar entre os movimentos puramente discretos ( <0), movimentos 
puramente rítmicos ( >0 e    fixo), e combinações de ambos (ou seja, movimentos 
rítmicos em torno de offsets que vão variando no tempo) [12]. Por cada valor que    for 
tendo, o sistema (4) será atraído pelo novo objectivo    e modifica a posição resultante   , 
gerando um movimento discreto para   [12] [12]. 
Figura 10 – Amplitude em função de g do passo locomotor Trot, considerando o sistema da parte 
discreta inserida como offset 
  


































Figura 11 – Frequência em função de g do passo locomotor Trot, considerando o sistema da parte 
discreta inserida como offset 
 
Da observação das Figuras 10 e 11, no caso da parte discreta ser inserida como um offset 
na parte rítmica, a amplitude e a frequência da solução periódica identificada com o passo 
locomotor Trot mantêm-se constantes. Note-se que a variação da frequência é da ordem de 
    , pelo que se pode considerar um erro numérico. 
  



















Figura 12 – Combinação de sistemas rítmico (a 1/3 da figura), discreto inserido como offset (a 2/3 da 
figura) e rítmico, considerando a combinação desses mesmos sistemas 
 
A inclusão da parte discreta como um offset na parte rítmica do movimento do robô, não 
altera a amplitude nem a frequência do movimento. Observa-se apenas um deslocamento 
da solução para g=1. Isto significa que a velocidade (varia com a frequência) e a extensão 
do passo (varia com a amplitude) se mantêm constantes. 
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3.2.2. PARTE DISCRETA SOMADA À PARTE RÍTMICA 
Nesta secção, a parte discreta é somada às equações da parte rítmica. O sistema de ODEs 
associado ao CPG de oito osciladores é dado por: 
 












































onde           
 . 
Nas Figuras 13 e 14, apresentam-se os resultados dos valores da amplitude e da frequência 
para variação do parâmetro g. Observa-se que a amplitude da solução periódica produzida 
pelo modelo de CPG de 8 osciladores identificada com o passo locomotor Trot aumenta até 
g=0,2 e depois decresce até g=1,8. Relativamente à frequência ela aumenta até g=0,5 e 
depois decresce até g=1,8. Isto traduz-se numa variação da velocidade do passo locomotor, 
directamente proporcional à frequência e numa variação da extensão do movimento, 
proporcional à amplitude. 
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Figura 13 – Amplitude em função de g do passo locomotor Trot considerando o sistema discreto 
somado às equações da parte rítmica 
 
Figura 14 – Frequência em função de g do passo locomotor Trot considerando o sistema discreto 
somado às equações da parte rítmica 






































Na Figura 15, apresenta-se uma composição de figuras, onde se pode observar a inserção 
(a 1/3 da figura) da parte discreta num movimento que é puramente rítmico e a remoção da 
parte discreta (a 2/3 da figura). Observa-se uma pequena diminuição da amplitude e um 
pequeno aumento da frequência, relativamente ao movimento puramente rítmico. 
 
Figura 15 - Combinação de sistemas rítmico e discreto. O discreto é somado à parte rítmica (a 1/3 da 
figura) e removido (a 2/3 da figura) 
 
A inclusão da parte discreta somada às equações da parte rítmica do movimento do robô 
traduz-se numa variação da amplitude e da frequência, as quais podem ser interpretadas 
como extensão do movimento e velocidade do passo locomotor do robô, respectivamente. 
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3.3. SIMULAÇÃO DO PASSO LOCOMOTOR TROT NO WEBOTS E NO ROBÔ 
REAL 
Webots é um software profissional de simulação de robôs móveis. Ele oferece um ambiente 
de prototipagem rápida, que permite ao utilizador criar mundos virtuais em 3D com 
propriedades físicas como massa, juntas, coeficientes de atrito, etc. O usuário pode 
adicionar simples objectos passivos ou objectos activos chamados robôs móveis. Estes 
robôs podem ter sistemas de locomoção diferentes (robôs com rodas, pernas ou até voar) 
[41],[42]. 
Os robôs podem ainda ser equipados com uma série de sensores e actuadores, dispositivos 
como sensores de distância, rodas motrizes, câmaras, servos, os sensores de toque, 
emissores, receptores, etc. Por último, o utilizador pode programar cada robô 
individualmente para exibir o comportamento desejado [41],[42]. 
Webots contém um grande número de modelos de robôs e exemplos de programas de 
controlador para ajudar os utilizadores a começar. Webots também contém uma série de 
interfaces ao real de robôs móveis, de modo que uma vez que o robô simulado se comporta 
como esperado, você pode transferir o seu programa de controlo para um robô real, como 
e-puck, Khepera, Hemisson, LEGO Mindstorms, Aibo, etc. [41], [42]. 
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De seguida, apresenta-se dois exemplos de simulação do passo locomotor Trot para o 
Webots e para o robô real. 
 
Figura 16 – Exemplo de simulação do passo locomotor Trot no Webots 
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Neste trabalho começa-se por apresentar, no Capítulo 2, o estado da arte da investigação da 
locomoção de robôs com pernas. Abordam-se os aspectos principais que são alvo de estudo 
neste campo de trabalho e são referidos alguns dos exemplos mais significativos dos 
sistemas que têm vindo a ser desenvolvidos. Pensa-se ter referido as principais abordagens 
ao estudo da locomoção em robótica. 
Apresenta-se o modelo de CPG para os passos locomotores dos quadrúpedes, proposto por 
Golubitsky et al [14],[15],[16],[17], bem como o modelo análogo para bípedes apresentado 
por Carla Pinto e Golubitsky [35]. São revistos, usando teoria da bifurcação e simetria, os 
ritmos locomotores dos quadrúpedes previstos pelo modelo de CPG, identificados com os 
passos primários pronk, bound, walk, jump, pace e trot e com os passos secundários 
transverse gallop e rotary gallop. 
Simulou-se numericamente o modelo de CPG usando o oscilador de Hopf para modelar a 
parte rítmica do movimento e um modelo inspirado no modelo VITE para modelar a parte 
discreta do movimento. Variou-se o parâmetro g e mediram-se a amplitude e a frequência 
das soluções periódicas identificadas com o passo locomotor quadrúpede trote, para 
variação deste parâmetro. A parte discreta foi inserida na parte rítmica de duas formas 
distintas: (a) como um offset, (b) somada às equações que geram a parte rítmica. 
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Os resultados obtidos para o caso (a), revelam que a amplitude e a frequência se mantêm 
constantes para variação do parâmetro g. Os resultados obtidos para o caso (b) indicam que 
a amplitude e a frequência variam em função de g, aumentando e depois diminuindo, numa 
curva com uma forma aproximadamente sinusoidal. 
A variação da amplitude das soluções periódicas traduz-se numa variação directamente 
proporcional na extensão do movimento do robô. A velocidade da locomoção do robô 






5. PERSPECTIVAS DE 
DESENVOLVIMENTO 
FUTURO 
Na sequência do trabalho realizado, no qual se incluíram várias simulações, relativas à 
temática da locomoção de robôs quadrúpedes, perspectivam-se outras ideias tais como: 
1) Implementar modelos de robôs que contenham características capazes de os 
adaptarem a variados solos (terrenos irregulares) e para os quais sejam necessários 
conceitos de planeamento e programação de trajectórias e estratégias de 
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